Enonces : Stephan de Bievre 
Corrections : Johannes Huebschmann 


Extremums locaux, gradient, fonctions implicites 



Exercice 1 

Pour chacune des fonctions suivantes etudier la nature du point critique donne : 

1. f(x,y ) =x 2 — xy + y 1 au point critique (0,0) ; 

2. f(x,y ) =x 2 + 2xy+y 2 + 6 au point critique (0,0) ; 

3. f(x,y) =x 3 + 2xy 2 — y 4 +x 2 + 3xy+y 2 + 10 au point critique (0,0). 

Indication T Correction ▼ [002641] 


Exercice 2 

Trouver les points critiques de la fonction / suivante et determiner si ce sont des minima locaux, des maxima 
locaux ou des points selle. 

f(x,y) = sinx+y 2 -2y + 1 

Indication ▼ Correction Y [002642] 


Exercice 3 

1. Soit / une fonction reelle d’une variable reelle de classe C 2 dans un voisinage de 0 e M telle que /( 0) = 0 
et /'( 0) / 0. Montrer que la fonction reelle F des deux variables x ct y definie dans un voisinage de (0, 0) 
par F(x,y ) = f(x)f(y) n’a pas d’extremum relatif en (0,0). Est-ce que le point (0,0) est quand meme 
critique ? Si oui caracteriser sa nature. 

2. Determiner les points critiques, puis les minima et les maxima locaux de 

f(x,y ) = sin(27rx)sin(27rv). 

Remarque : en utilisant la periodicite de la fonction, on peut limiter le nombre de cas a etudier. 

Indication T Correction T [002643] 


Exercice 4 

Determiner 1’ equation du plan tangent a la surface de niveau 

sin(7Txy) + sin(7Tvz) = 1, 

au point de coordonnees (1, g, 1). Identifier, en ce point, un vecteur perpendiculaire a la surface. Votre resultat 
est-il compatible avec la figure ci-dessous ? Expliquer. 
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Indication ▼ 


Correction ▼ 


[002644] 


Exercice 5 


Soit ^ la courbe plane d'equation f(x,y ) = ye* + e y sin(2x) = 0. 

1. Appliquer le theoreme des fonctions implicites a la courbe "tf au point (0,0). 

2. Determiner la limite de y/x quand (x.y) tend le long la courbe 7? vers (0,0). 

Indication T Correction T 

[002645] 


Exercice 6 

1. Determiner les points stationnaires de la fonction / de deux variables definie par f(x,y ) = x (x + 1 ) 2 —y 2 
et preciser la nature de chacun d’eux. 

2. Tracer la courbe constitute des points tels que f(x,y) = 0 et x ^ 0. ( Indication : Etudier la fonction 
x i-)- y/x (x + 1 ) pour x ^ 0). 

3. Montrer que le point (—1,0) est un point isole de la partie 

= {{x,y)'J{x, y) = 0} 

du plan, c’est-a-dire, le point (—1,0) appartient a cette partie et il existe un nombre reel e > 0 tel que 
D e n = { ( — 1 , 0) } oil D e est le disque ouvert centre en ( — 1 , 0) et de rayon e . 

4. Enoncer le theoreme des fonctions implicites. 

5. Montrer que, quel que soit le point (xo,yo) de 2? distinct de (— 1,0), au moins une des deux alternatives 
(i) ou (ii) ci-dessous est verffiee : 

(i) II existe une fonction li de classe C 1 de la variable x definie dans un intervalle ouvert approprie telle 
que h(x o) = yo et telle que, pour qu’au voisinage de (xo,yo) l es coordonnees x et y du point (x,y) 
satisfassent a 1’ equation f(x,y ) = 0 il faut et il suffit que y = h(x). 

(ii) Il existe une fonction k de classe C 1 de la variable y definie dans un intervalle ouvert approprie telle 
que h(yo) = xo et telle que, pour qu’au voisinage de (xo,yo) l es coordonnees x et y du point (x,y) 
satisfassent a l’equation f(x,y ) = 0 il faut et il suffit que x = k(y). 

Indication ▼ Correction T [002646] 


unm 

sciel 


Retrouver cette fiche et d’autres 

exercices de maths sur 

exo7 . emath . f r 

2 



Universite 

Lillel 

Sciences et Technologies 


Indication pour l’exercice 1 ▲ 

Rappel : Pour qu’un point critique non degenere presente un maximum relatif (resp. minimum relatif) il faut et 
il suffit que la forme hessienne en ce point soit negative (resp. positive) ; pour qu’un point critique non degenere 
presente un point selle il faut et il suffit que la forme hessienne en ce point soit (non degeneree et) indefinie. 


Indication pour l’exercice 2 ▲ 

Voir l’exercice precedent. 


Indication pour 1’exercice 3 ▲ 


Voir les exercices precedents. 


Indication pour 1’exercice 4 ▲ 


Le plan tangent a la surface d’equation f(x,y,z) = 0 au point (xo,>’o ; zo) est donne par l’equation 


^(xo,yo,zo){x — xo) + ^(xo,yo,zo)(y—yo) + ^(xo,yo,zo)(z — zo) = 0. 


( 1 ) 


Indication pour l’exercice 5 ▲ 

Rappel du theoreme des fonctions implicites pour une fonction / de classe C 1 de deux variables definie dans 
un ouvert du plan : Soit (xoi^o) un point tel que ^ (xo , vo ) f 0. Au voisinage de xq, il existe une fonction h 
de classe C 1 de la variable x definie dans un intervalle ouvert approprie telle que h{x o) = Vo et telle que , pour 
qu ’em voisinage de (a'o. \>o j les coordonnees x et y du point (x,y) satisfassent a V equation f(x,y) = 0 ilfaut et 
il suffit que y = h (x ) et, s’il en est ainsi, 


h'(xf) 


If (*0^0) 

%( x o,yo) 


Des que Vintervalle de definition de la fonction h est fixe la fonction h est unique. 


Indication pour l’exercice 6 ▲ 

Voir l’exercice precedent. 
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Correction de l’exercice 1 ▲ 


1. df = (2a — y)Ax + (2y — x)dy et Hess/ 


2 

-1 


-1 

2 


d’ou 


(n,v)Hess/(0,0) 


ll 

v 



-1 


u 

2 


V 


= u(2u — v ) + v(2v — n) = 2 (n 2 



uv + v 2 ) 


Par consequent la forme hessienne au point (0,0) est positive et ce point presente done un minimum 
local. 

2. f(x,y ) = x 2 + 2xy + y 1 + 6 = (a + v) 2 + 6 d’ou le point (0,0) presente un minimum local. 

3. df = ( 3x 2 + 2x + 2 y 2 + 3 y)dx + (4xy - 4y 3 + 3x + 2y)dy et 


d’ou 


Hess f = 


6a + 2 
4y + 3 


4y + 3 

— 1 2y 4a -)- 2 


(«,v)Hess/(0,0) 


u 

= ( u , v ) 

"2 3' 


u 

V 


3 2 


V 


= (2n + 3 v)u + (3m + 2v)v = 2 (m 2 + 3nv + v 2 ) 
= 2((M + f) 2 -^v 2 ). 


Par consequent la forme hessienne au point (0,0) est non degeneree et indefinie et ce point presente un 
point selle. 


Correction de l’exercice 2 ▲ 


Puisque df = cosAdA+ (2y — 2)dy, les points critiques sont les points ((& + 1 /2 )jt, 1) (k G Z). Enplus, Hess/ = 
— sinA 0 


0 


et 


d’ou Hess/((£+ 1/2)71, 1) = 


— sin(0t+ 1/2 )tt) = (-l)* +1 

\-l) k+1 0 
0 2 


. Par consequent, si k est impaire, le point ((k + 1 /2)n, 1) presente 


un minimum local et, si k est paire, le point ((k + 1 /2)n, 1) presente un point selle. 


Correction de l’exercice 3 A 

1 ■ dF= f(y)f(x)dx + f(x)f(y)dy et 


Hess/(A,y) 


f[x)f{y) f(x)f"{y) 


d’ou Hess/(0,0) = (/'( 0)) 2 


0 

1 


1 

0 


et 


(M,v)Hess/(0,0) 


u 

v 


(/(0)) 2 («,v) 


'0 1' 


ll 

1 0 


V 


= 2(/(0)) 2 mv 


( 2 ) 


Par consequent la forme hessienne au point (0,0) est non degeneree et indefinie et ce point ne peut pas 
presenter un extremum relatif. En effet, le point (0,0) est critique mais un point selle. 
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2. D’apres la partie (1.) et la periodicite, les points de la forme 


(x,y) = (k,l) £ M 2 , k,l £ Z, 

presentent des points selle. Egalement d’apres la partie (1.), 

r 

= f(y)f'( x ) = 2n sm(2ny) cos{27ix) 

|=/ W /W = 2 ,si„( 2 «)cos( 2 ^. 

Par consequent, pour que le point (x,y) soit critique il faut et il suffit qu’il soit de la forme 

( k,l ), (k-\- ^,1), (&, / + ^), (k + k,l £ Z, 


(3) 


ou 

(k+\,l + \), (k+ \ ,l + |), (k+^,l + \), {k+ \ ,l + |), k,l £Z. 

D’apres la periodicite, il suffit d’examiner les huit points 


(0,0), (1,0), (0,1), (1,1), (1,1), (i, I), (1,1), (1,3) 


et, d’apres (1.), l’origine presente un point selle. D’apres (2), 


Hess/(0, 

Hess/^O) 

Hess/(i,^) 


[/(^/"(O) /(0)/'(i)l 
/(0)/'(i) /(0)/"(i). 

7(0)/"(i) /'(i)/'(o)' 
/(|)/'( 0 ) /G)/"(o). 
/(£)/"(£) /'(|)/'(|)1 


= 167T 
= 167T 2 
= I6n 2 


0 

-1 

0 

-1 

0 

1 


-1 

0 

-1 

0 

r 

0 


d’ou les points ( 0 , j), (^, 0 ) et (A, presentent des points selle. Il est geometriquement evident que le 
comportement de la fonction sin entraine que les points ( 5 , 5 ) et (§, 4 :) presentent des maxima et que les 
points ( \ , | ) et ( | ^ ) presentent des minima. 


Correction de 1’exercice 4 ▲ 


Soit / : M 3 — > M la fonction definie par 

f(x,y,z) = sin ( xxy ) + sin (nyz) - 1. 

Ses derivees partielles sont 

df . . df . . . , df . . 

— = kvcos{kx\), = n(xcos[nxy) + zcos(7ryzj), = nvcosinyz) 
ox ay oy 

et, apres simplification, au point (1, g, 1), l’equation (1) du plan tangent a la surface de niveau en discussion 
devient 

(x— 1) + 12(y — 1/6) + (z— 1) = 0. 

Ainsi, en ce point, le vecteur (1, 12, 1) est perpendiculaire a la surface. 


Correction de 1’exercice 5 ▲ 
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1. Puisque ^ =ye x + 2e y cos(2x) et ^ = e x + e > ’sin(2x) il s’ensuit que ^(0,0) = 2 et |^(0,0) = 1. Par 
consequent, il existe une fonction h de la variable x definie au voisinage de 0 telle que h(0) = 0 et 
telle que, pour qu’au voisinage de (0,0) les coordonnees x et y du point ( x,y ) satisfassent a l’equation 
ye r + e y sin(2x) = 0 il faut et il suffit que y = h(x ) ; de meme il existe une fonction k de la variable y 
definie au voisinage de 0 telle que /?( 0) = 0 et telle que, pour qu’au voisinage de (0,0) les coordonnees x 
et y du point (x,y) satisfassent a l’equation ye x + e y sin(2x) = 0 il faut et il suffit que x = k(y). En plus, 


h'( 0 ) 


( 0 . 0 ) 


t'(O) 


g(0.0) 
If C.0) 


1 

2 ‘ 


2 . 


Puisque le point (0,0) appartient a la courbe 2f, en 0, les fonctions li et k prennent les valeurs h( 0) = 0 et 
k(Q) = 0. Par consequent, 

li™ (x,y)->(0,0),(x,y)J=oy / x = h' (0) = -2. 

ye x +e y sin(2*)=0 


Correction de l’exercice 6 ▲ 

1. Puisque ^ = — 2y et 

= (jc+ l) 2 + 2x(x+ 1) = (jc+ 1)(3jc+ 1) = 3x 2 + 4x+ 1, 
ox 

les points stationnaires de / sont les points (— 1,0) et (—1/3,0). En plus, 

6x + 4 0 

0 -2 

"2 0 1 

= ^ ■ P ar consequent la forme hessienne au 

point (—1,0) est definie negative et ce point presente un maximum local ; de meme, la forme hessienne 
au point (—1/3,0) est non degeneree et indefinie et ce point presente un point selle. 

2. La courbe y = y/x (x+ 1) pour x ^ 0 passe par les points (0,0), (j, |\/3), (1,2), et (2,3\/2) ; elle a une 
tangente verticale a l’origine, le point (|, |\/3) est un point d’inflexion, la pente en ce point vaut \/3, 
et c’est la pente minimale de la courbe. Ces faits se deduisent des expressions y' = \y/x+ j(y/x)~ l et 

I 3 

y ‘ = 2 — jx 2 . La courbe constitute des points tels que f(x,y ) = 0 et x ^ 0 s’obtient par reflexion 

de la courbe y = y/x (jc + 1 ) pour x ^ 0 par rapport a 1’ axe des x. 

3. Dans la boule ouverte 

{(x,y,z)’, (x + 1) 2 +y 2 + x 2 < 1} CM 3 , 

le graphe z = f{x,y ) de la fonction / ne rencontre le plan des x et y qu’au point (— 1 , 0). Par consequent, 
1’ intersection DDff du disque 

D = {{x,y)\(x+\) 2 +y 2 < 1} 

avec ne consiste qu’au point (—1,0). 

4. Voir l’indication de l’exercice precedent. 

5. Quel que soit le point (xo,jo) de ^ distinct de (—1,0), d’apres (1.), 

(jx^ X0,y0 ^% 

L’ assertion est done une consequence immediate du theoreme des fonctions implicites. 


Hess/(x,j) = 


d’oii Hess/(— 1,0) = 


-2 0 ' 
0 -2 


et Hess/(— 1/3,0) 
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